/Oowfimfl( ,‘wfe«fm,/ prve_ VV~(’Z-(6

Tre.éq“,o ,-q.vaeé'waq\(«' /'vzllefrer/ ff?‘}xy ) Q(\C [ /\Q N —pouw{’
thfilﬂg | q4 prod La.
Al ~ O /,a-eéc,/ /Jawh P 292/:573 her xO)« Qg 'é‘—(z[q

J R
f[f(x,r;)elf ff(x Y, &Cx TB)-\)/H %;—fy% é?)z'Q[XQ/T

” naciw ¢ ,
L» j’e. pVo/‘e C(/ /OVKE'.'
ﬂfmTZSJS ff?c(x (% &), 2) \//u \f(ar 2 JXJ;

$: y=Y(52) na x0z man

[ wger i
Neéq je_ C /rcj-eécy'q /OOVNI‘ L

S/fﬁx)‘[j@\c!'g =£ff(x(r,z\}r, a)\[“(%\zf %YJJX I

x=x(1,2y a0  vO0% ey




@/Zrafwa\(f /«ovr\ﬁw\(é(‘ r'Vl[E’yl'f’f/ /3//><72- C/\C) Q[o AS f
dio ravu;  xtyee=4 /04@{‘4&{‘

'3
J X+1+R2 =4 jt rava@a lo/""' a X7 [ e 0‘('€Cj4_ /
42 I_E’;T&rér /oVN Qg ec(wcmo%—\ :?sZ/xr)
y q[o ‘C 0/’784':”/ /0!0‘4 xaf ravey
la s
[t //ﬁ 42T (2T Ly
X ’ T
U qa}?m 4’[«69/’44 '2"-4—)(—‘( %—2;=-/f 5 %=—4
22
\[;: \/444+4 =V3 Osxg¢(
VK
\m (;4:\ Y-y O<Ys ~x4g
! Y= T (% x4)
IB‘\ S ((54) = %4

4

- A
1\ % 7 -X +4 421
‘ 1324

\(:QM( g
~x+A

ffxyzcl\( F//»w//ww*\ “/YJY —F} /(v, Y Y)JY'

x4 (-x+44) (~><+43
= \l X( / “X"‘/ 2/ 1 3 Ql
. 2 - 3 X =
| / ) 2y : )
—2xM K2 e ~x 43t —3x+4 |
y .
:@“(%Xs‘i*ix ;_Xd'JrZ {z’{" i 7Z g 'Z‘X)JK \/
o 1 | | —
=@[(-g-x*+ Zxt ~4x +ZX)JK=J?(E Tty VZ'S *'5'2,): 70




@/vawuwl[t )oovmu.cé zvszjwf/ //\/;Tz,—'o/f jcj/*e Je

&Y owe tas ,oown

'&' 2%0) X 4 YL O
'fe(,lfa (00)
T4
7
- ——— . --.-_.._-.:;__/..gi.- _-../..,- _—— - —
e 223 XY =4 7 /'/ ;
|
X, _LZ_ 2t : / 3
2% 205 A\ / i
|
Kako S ot o fo"” ZW’J i j
‘4—*' \‘ -
XOY VQVV‘I ‘ . 2 r
2~ 2\ sy 2
2
. N Abo je V)| /ohoeéa/a pov e
Z\ 3% 2x X >< NS 2‘ 7/’97) na xOy vqvau f‘qu
2
2\) 1
2 _ Y //( b G)JS ffp‘ﬁ' 7/")7)) \}4#{3}.)1&?7\ Jxx/;
= Y~ S —
2\’ T‘L' 2 xNYt _J

<

Ix gy’ 12 x"+ 4377' 43
1. — —3 =

If(x ‘f‘(?—) [’(X‘L“T‘L) 4 ()(1'-' Y?..) A{

?Dr[«v;/-e{;wo , JT bt pord ) webicvs v oduory ua

x0% ravav ; yOg vavaa PA w0 o /-r’iét‘(z'

A+ (2){3 (@Y\ -/




i dS - F a4 F// ‘/7"_””*
0

(£)

jcﬁe jt 04: {O;Y;
i’ g
//m’c(\g—z\,—' V 4-x* J>(/‘c/)/—2\}231/(4~>‘1) Ix =

(<)

4- %t

o)
76

—~NT§/4X/—“ / )=n'(&_& ) Ne'. 228

“__

_ 3& 2 {ngf‘zo
3 ?&1??‘6



@ /21/&5’(4%4{“ /oowff{"l\fét. /r"'lt€jwc/{ /ah/oj LZ[/OGD(
//‘[X ty 5 Jg ) j’({‘e < W-—/OOVV\H"LC( QZ/Q/Q

fava;,  2=4 L?“ S< ‘161/01& wvtel /paml /OtJCi <4y =12,

)" lyd  x*y*ezz ;] raves 2=
J Sé,z,'r?/‘.ﬂo /ozféa_,vii x 1Y 7

‘\< Z-{ \ ’ L fjrp(e(l“w ~e [4!0 & ragly,
~ /x4)'=22- pov/wl"lfét M?}é W/ rvw A ’
14l proy bpa

n /]/x rz)J(’ =
: o _/ _ /] ﬁxjgef);r))‘//f(f;‘j\:éﬁfm/r

T -e ~ ﬁ éécl4fow«7 ks

N9 vy, ,{ J

p 2vabolodg Heytog 2 750/“1«4/0‘\1 z= Z/xr)

L &”””’4”"
ey, S N‘N"Mﬁlﬂ!oé/'cé/

XYV‘?\@

)Oro éc 4 /'O\/r\(l \W/ heot ’(0)" ravavu o WaQlwy (/“6\31/ jf, ﬂ;
O{Vqél’%'vlv«'{ b 9 Xyt 9,

22 _ ; 92

UveC/Wg /OQV“’C WC/I“‘Q {e

H{x ty )J\(’ [/}x tY \WJY -:,y;,:‘g p%ﬁ\:’{o:}’g@

bedyer ddyp 0$ ey

2
//”Jm/[p /JP/QQ/V g‘q/ =27'%£'4=zr



@/&Vac{unqbzi _UU(X’T' 2) RS 34/& /"& N /oovrc"/;m

S .
PQVQVLO/O ,'c(q Z_. 2_(>“L_f\{'\-) I'Z’VLQJ xr rqva, | U/ T g_\ /'\e

/'ec‘n‘qlo q> {

b) x "t 7' C> 3 2.
4 e, 2y48 = [y 2y [ziezs dud 7°“ e ablact J
(51, (x)T) 2) /{4'2)( fz\( x &Y l /owm(l £
XY 0 /
b vm 07 rava tu
B 2= 2-(x*+ Y™
/, Ao eéc,‘ & "07’ vavd
(‘l / / Y
/ . Iz N 2
Ty é‘)?f .
R\ L T Tx
Z\x=-‘2X ~ :\E‘
/ - -2

fU/"/‘r,?\JS //U/xv?\meQ/r

/R b
Q A (34 yagmo ovo U wloratiy
> U/K)Y,2> =4 /= f[WJXJT W /o[qb’n.e boorcliva te

D

X=y Colp
‘ X =¥ Col V=r<iv ¢
D\ ) T=Vivye oliT:V Jpclr
YT ) ogpe e

Osyg (g /"f/mr—z’-ra/rc/f-;

em (&
~ Vv tear=¢" rso = ¢4
[ rdr= Z&dt
vl 13 o= 227
[ 6&6]3(?—*]* /o/ = 7 }0/ 26 =g 2T= 3

\/je?

, "‘1‘“ P — < A T~
/ /(‘x +v ) '{4'1”( 1.471’ c//l’ ,{..fér yc/ /43 = 175{#



I.  Izradunati povrSinski integral:

a) | = ”(6X +4y+3z)ds , gdje je o oblast ravni x+2y+3z = 6, u prvom oktantu;

b) K= ”(y +2z++/a’ —x?)ds, gdje je W povriina cilindra x> +y* =a’, koja se nalazi
W
izmeduravniz=01iz=h.

Rjesenja:

a) Skicirajmo oblast o (vidi sliku desno)

x+2y+3z = 6/:6
§+l+£:1

segmentni oblik jednacine ravni

Xx+2y+3z=6

- 4 3z=6-x-2y
1
oY (azY z=—(6-x-2y)
f(x,y,z)ds = f(x,y,z(x,y))~\/l+(—) +(—j dxdy 3
I ] ox) oy
o __1
ox 3

a2

2 2 —
\/1_{.(@} +(@] — 1+l+£:\/E:£ 8y 3
OX oy V"9 9 9 3

Projekcija na xOy ravan izgleda: Nacrtati projekciju (uputa:vidi xOy ravan sa slike iznad).



2 1 y2 yl
x-6_y-0
0-6 3-0
X-6_y
-6 3
3x-18=-6y
3x=18-6y
X=6-2y
0<y<
D:{ y<3
0<x<6-2y
Jia i

I :Lj(6x+4y+3z)ds =TJ'DJ.(6X+4y+6—x—2y)jxdy=TJ;J'(SX+2y+6)dxdy:
\/ﬁ3 62y MS 5, 62y 6-2y 6-2y
T!dy£(5x+2y+6)dx:7£(—x . +2xy‘ ,orex )y =

3
:@1(3(6—2)/)2+2-(6—2y)-y+6-(6—2y)jdy:

0

3
=@j(§(36—24y+4y2)+12y—4y2+36—12yjdy=

0

3 3
=@j(6y2—60y+126)dy=2\/ﬁj(y2—10y+21)dy=

0 0

Y| 3 y*| 3 3

=214 51,105 0+21y‘ ) =2J14-(9-45+63) = 54/14

Skicirajmo oblast W (vidi sliku na sljedecoj stranici)

ivj' f(Xx,y,2)ds = IDJ' f (X, y(X,2), z)-JH(%)Z J{%jzdxdy




: 2
X dxdz = 1+%dxdz =
a®—x’ | a’-x

K, :£I(Y+Z+m}iszj;j(m+z+\/az—7ﬁ) axdz

X*+y

=

2:a2

y>=a’-x2

2_y2

y = [a2 — %2
i
y=— [32 — 2

adxdz

[a2 _X2

a’—x

2

acostdt

a h a h
z dx
dxdz =2a|dx|dz+a zdz =
az—xzj [1 ! _L«/az—ng
X = asint
dx = acostdt z
2 a dX ah2 2
-h+ :Xzajtzz :4a2h+
:[ﬂ/az_xz 9 .[
2
y=-a=>t=-—-
2 3 2 3 )
ah I acostdt —4a2h+ﬂ costdt :4a2h+ﬂ
2 ﬁa\/l—sinzt 2 7 cost 2
2 2
ﬂ-t > —4a’h ah’z
2 —% 2

g\/az—azsinzt
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ds = adxdy

\/a -x?

= +z+va" —x" fis=||l-va’ —x" +z++4a” —Xx adxdz
= ([l 2 a7 = [T ﬁ%

a’—x

e B e Bk
5 vVa’-x’ a’—x>% " az—x2 210 a’—x’
X =asint
dx = acostdt z z
x |_ah®F acostdt _ah’ | ah> | = ah’z
= — - dt= 't 2 =
X_a:t_Z 2 J:z a’-a sm2t 2 J:z 2 - 2
2 2

T
X=—a=>t=——
2

2
K=4a2h+ah id

2
ah'z _ 4a’h +ah’z = ah(4a + zh)
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° ° \Y4
Zadaci za vjezbu
U zadacima 3876—3884 izratunati date integrale.

3876. ff (z+2x+%y) dg, pri &éemu je S deo ravni %+—‘;—+%= 1

koji se nalazi u prvom oktantu,
3877. f f xyzdq, pri ¢emu je S deo ravni x+ y+z=1 koja leZi u prvom
s

oktantu. .
3878. [[xdq, pri mu je S deo sfere x2+ y2+z2—R® koji se nalazi u
S

prvom oktantu.

3879. f f ydq, po polusferi z=VR2—;c2—y2.
3880. f f VRE—x*—)2 dq po polusferi z =} R—x2—)2.
3881. [[ x2y?dg pa polusferi 2z~ R—x— .

S.

3882. f f ~%, Jp_u gemu je S deo cilindra x2+ y? = R? ograni&en ravnima

z=0i Z=Hs§ 7, jg1@estojanje tatke na povrdini od koordinatnog potetka.
3883. f f% po sferi x2+)2+z2— R, pri Eemu je r odstojanje tatke

s
na sferi od nepomi¢ne tatke P (0, 0, c), (c>R).
3884. f f d_q’ pri demu je S deo hiperbolinog paraboloida z=xy,
r

N
iseen cilindrom x*+y?=R? a r je odstojanje tatke na povi$i S od z-ose.

3885*. Nadi masu sfere ako je povriinska gustina u svakoj njenoj ta¥ki.
brojno jednaka odstojanju te tatke od nekog odredenog prednika sfere.

3886. Na¢i masu sfere ako je povrSinska gustina u svakoj njenoj ta&ki
brojno jednaka kvadratu odstojanja te tatke od nekog odredenog pre¢nika sfere.

V3 © R?

Rjegenja 3876, 4161 3871 . 3w, 27

3979. 0.  3880. = R’. - 3881. 2—1;;—!‘-

3882. 2marctg . 3883, 'c(n-.-z)»[(c—k)'-’ (c+R)""’
2xR_ c+R i
In zn=2. 3384 x(RVE+1+In(R+VE+D)
3885%, x*R’. Primeniti sferne koordinate.

¢. = 3886. %nm
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Zadaci za vjezbu

U zadacima -3887—3893 izralunati date povrsinske integrale.
3887. !; f xdydz+ydxdz+zdxdy po spoljnoj strani kocke obrazovane

ravnima x=0, y=0, z=0, x=1, y=1. z=1.

3888. f f x?y?zdxdy po spoljinoj strani donje polovine sfere x*+ y+
s .

+22=R%. :
2 2 2
3889. f f zdxdy po spoljnoj strani elipsoida x_+_}i_+z_= .
s ‘ . a ko
. TR < S
3890. f f z2dxdy po spoljnoj strani elipsoida — +——+—=1.
s at b ¢

~ 3891. f fxz dxdy + xydydz + yzdx dz po spoljnoj strani piramide obra-
: ,

zovane ravnima x=0, y=0, z=0 i x+y+z=1.

3892. ffyz dxdy + xzdydz + xy dxdz po spolj- z
S .
noj strani zatvorene povrSine koja se nalazi u
prvom oktantu a sastoji se iz dela cilindra x24+y*=R? AT
i odgovarajucih delova ravni x=0, y=0, z=0 i z
z=H. : \
3893. ffyzzdxdy+xzdydz+x2ydxdz po Y Lt
, s
spoljnoj strani zatvorene povriine koja se nalazi VP y
u prvom oktantu a sastoji se iz obrtnog parabo- /
loida z=x2+ )% cilindra x¥*4+y*=1 i odgovaraju-
éih delova koordinatnih ravni (sl. 68). Sl. 68
Rjesenja
- 2n R 4 )
J J 3887. 3.  3888. —ES—" 3889. —s-nabc. 3890. 0.
N

3891, %. 3892, ma(-zfa,’_'f)'

3893.
3 8) 8’





